Chapitre 7

Applications - Relations
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I APPLICATIONS

La notion d’application (ou fonction) entre deux ensembles E et F (non vides) est une notion clé en
mathématiques. C’est I'idée d’associer, ou de faire correspondre, a chaque élément de E un élément de F.

1) Définitions

fg Définition 7.1

Une relation £ est la donnée de :

— Un ensemble de départ : E (non vide).

— Un ensemble d’arrivée : F (non vide).

— D’un graphe G qui est une partie deE xF (G E x F).

Soient x € E et y € F, on dira que x est relation avec y pour % lorsque (x, y) € G, on écrira xZy. Si c’est
le cas, on dira que y est une image de x par Z et que x est un antécédent de y par %.

Lorsque tout élément de E a une et une seule image par %, on dit que % est une application (ou
fonction). Si c’est le cas, et si Xy, alors on écrira plutét y = %(x), on dira que y est 'image de x par
2. Lensemble des applications de E vers F est noté & (E, F) ou encore FE.

Pour désigner une application on utilise en général une lettre minuscule. Si f est une application de E
versFonécrit: f: E — F , etlegraphede f estl'ensemble G = {(x; f(x) | x € E}.
x — fx
i Exemples :
— Lexponentielle est une application de R vers R.

MPSI3 (2018-19) LYCEE MONTAIGNE -64 - ©Fradin Patrick —


https://mpsi.tuxfamily.org

Applications Chapitre 7 : Applications - Relations

— Lelogarithme est une application de ]0; +oo| vers R.
: . 4 . 1 ) . . y ye .
- Soit f: R — R définie par f(x) = - n’est pas une application car 0 n’a pas d’'image, on dit que son
ensemble de définition est D = R*. Par contre, la restriction de f a son ensemble de définition est une
application, onlanote f|p,: Dy — R. Lorsqu'une application g est une restriction d'une application f,

on dit que f est un prolongement de g.

ﬁ Définition 7.2 (identité d’un ensemble)

Soit E un ensemble, I'identité de E est I'application de E dans E qui a chaque élément de E associe
lui-méme. On la noteidg: E — E
x — idgx)=x

Diagramme sagittal

Lorsque les ensembles E et F ont tres peu d’éléments, on peut représenter une application f: E — F sous
forme d’'un diagramme sagittal :

Dans cet exemple, le graphe de f est G = {(e1, f3); (e2, f1); (e3, f3); (es, f2)}.

@Attention! (égalité de fonctions)
Deux fonctions f et g sont égales si et seulement si elles ont :
— le méme ensemble de départE,
— le méme ensemble d’arrivéeF,
— le méme graphe, cest adire:Vx €E, f(x) = g(x).
Par exemple, la fonction f: R — R définie par f(x) = x* et la fonction g: R — R* définie par g(x) = x* ne sont pas
égales!

g Définition 7.3 (ensemble image)

Soit f: E — F une application, on appelle ensemble image de f I'ensemble de toutes les images par
f, onle note f(E) (parfois Im(f)). C’est donc une partie de F, plus précisément c’est 'ensemble des
éléments de F qui ont au moins un antécédent par f dansE :

fB) ={yeF|3x€Ey=f(x}

sisExemples :
— Dans 'exemple du diagramme sagittal, 'ensemble image est Im(f) = {fi; f>; f3}.
— L'ensemble image de la fonction cosinus est [—1;1]. Plus généralement, pour déterminer I'’ensemble
image d’'une fonction f: I — R ou I est un intervalle de R, on étudie les variations de f et sa continuité
(en vue d’appliquer le théoréme des valeurs intermédiaires).
— Lensemble image de la fonction g: C — C définie par Vz e C, g(z) = z2 est gC)=C.

2) Composition

Lorsque 'ensemble d’arrivée d'une application coincide avec I'ensemble de départ d'une autre applica-
tion, alors il est possible « d’enchainer » les deux, c’est la composition :

e L F & ¢

x — fx) — g(fx)
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ﬁ Définition 7.4
SoientE, F, G trois ensembles, f: E — F et g: F — G deux applications. La composée g o f est I'appli-
cation de E vers G définie par : Vx €E, (go f)(x) = g(f(x)) :

gef: E —- G
x — (goflx)=g(f(x)

@Attention!
| On prendra garde a l'ordre dans Uécriturede go f.

Remarque 7.1:

— Lorsqu'on a deux applications f: E — F et g: H— G avec seulementF c H (au lieu deF = H), alors on
peut encore définir la composée et on la note encore g o f méme si théoriquement on devrait plutot écrire
(8lF)o f-

— Lorsque f est une application d'un ensemble E vers lui-méme, alors on peut composer f avec elle-méme,

et autant de fois que l'on veut. Si n est un entier strictement positif, on notera f" = fo---o f. Par
convention, on pose f° = idg.

swwExemple : Si f est 'application de R vers R définie par Vx e R, f(x) = x+1, alors Vn e N, f" est 'application

de R vers R définie par Vx e R, f"(x) = x + n.

*Exercice 7.1 Ecrire la fonction f: 11;+oo[ — R définie par f(x) = \/%, comme composée de trois fonctions.

@Théoréme 7.1 (propriétés)
Soient f: E—F, g: F— G et h: G — H trois applications.
— idgof = fet foidg=f.
— (hog)o f=ho(gof), c’est Passociativité de la composition.

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (]

3) Famille d’éléments d’'un ensemble

ngéﬁnition 7.5

Soit1 un ensemble non vide, et soit E un ensemble. On appelle famille d’éléments de E indexée par 1,
toute application u: I — E, on note généralement cette famille (u;) 1, et pour i €1, on note u(i) = u;
(appelé terme d’indice i). L'ensemble de départ] est appelé ensemble des indices de la famille. Une
famille d’éléments de E indexée par N est appelée suite d’éléments de F. L'ensemble des familles
d’éléments de E indexées par1 se note & (I,E) ou EL

Familles de parties d’'un ensemble E

Conformément a la définition ci-dessus, une famille de parties de E indexée par un ensemble I non vide,
est une application A: I — 22(E), que I'on peut noter (A;);e (A; étant une partie de E pour tout i € I). On peut
alors généraliser les notions d’intersection et de réunion de la maniere suivante :

— Laréunion de la famille (A;);erest UA; ={x€E|Jiel, x€ A;}.
iel
— Lintersection de la famille (A;);crest NA; ={x€E|Viel,xeA;}.
i€l
Y Exercice 7.2
1/ Pour n €N, on pose A, =ln; n+ 1]. Déterminer U A, et [ Aj.
neN neN
2/ Méme question avec n € N* et A, = [-2;1 - -],
Les propriétés vues dans le chapitre I se généralisent :
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Théoreme 7.2
Soit (A;)ie1 une famille de parties de E et soit B une partie deE, alors :

- Bn (UA,-) = (BNA;) etBU (mA,-) = N (BUA,) (distributivité).

i€l i€l iel i€l

- Cg (UAi) =N Cg(A)) etCg (ﬂAi) = U Cg(A;) (lois de De Morgan).

i€l i€l iel iel

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. O

Il INJECTION, SURJECTION, BIJECTION

Dans cette partie nous allons dégager des propriétés éventuelles des applications. Ces notions joueront
un role important par la suite.

1) Injection

<4 Définition 7.6
Soit f': E — F une application, on dit que f est une injection (ou f est injective) lorsque tout élément
de I'ensemble d’arrivée a au plus un antécédent dans I'’ensemble de départ. Ce qui revient a dire :
pour tout élément y de F, 'équation y = f(x) a plus une solution x dansE.

(7}
Injective Non Injective
iExemples :
— SiEestun ensemble non vide, idg, est injective. Soit A une partie non vide de E, I'application f: A — E
X — X
est injective, c’est 'injection canonique de A dans E.
- f:R\{1} — R définie par f(x) = i—j est une injection.

g:10;+o0o[ — R définie par g(x) = In(x) est une injection.
h: R — R définie par h(x) = x* n’est pas une injection.
Une fonction f: I — R strictement monotone sur I'intervalle I est injective.

@Théoréme 7.3 (définition équivalente)
f: E— F estinjective si et seulement si:Vx,y€E, f(x) = f(y) = x=1.
Ce qui équivaut encore par contra-positiona:Vx,yeE,x#y = f(x) # f(y).

Preuve : Si f est injective : soit x, y € E tels que f(x) = f(), x et y sont donc deux antécédents d'un méme élément de
F, f étant injective ces deux éléments ne peuvent pas étre distincts (sinon on a une contradiction) donc x = y.
Supposons que f vérifie: Vx, y €E, f(x) = f(y) = x=y. Soit z € F ayant deux antécédents distincts x et y dans E,
alors z = f(x) = f(y), on en déduit que x = y ce qui est absurde, donc z ne peut pas avoir deux antécédents distincts,
par conséquent f est injective. O
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Théoreme 7.4 (propriétés)

Soient f: E — F et g: F — G deux applications :

—Si f et g sont injectives alors g o f est injective.

—Si go f est injective alors f est injective mais pas forcément g.

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (]

wExercice 7.3 Soit f: E — F une application, montrer que f est injective si et seulement si il existe h: F — E telle que
ho f =idg.

2) Surjection

<4 Définition 7.7

Soit f: E — F une application, on dit que f est une surjection (ou f est surjective) lorsque tout
élément de I'ensemble d’arrivée a au moins un antécédent dans I'ensemble de départ. Ce qui revient
a dire : pour tout élément y de F, I'équation y = f(x) a moins une solution x dans E, ou encore
VyeE3dxeE, y= f(x).

Surjective Non surjective

LN Q
-@-A retenir

¢ Dire que f: E — F est surjective, équivaut a Im(f) =F.

s=Exemples :
— SiE est un ensemble non vide, idg, est surjective.
- f:C— Cdéfinie par f(z) = z? et une surjection.
— f: R— U définie par f(x) = e* est une surjection.
— h: R\ {1} — R définie par h(x) = % n’est pas surjective.
— Si f: E — F est une application, alors f induit une surjection entre E et Im(f) qui est I'application

g: E — Im(f) définie par g(x) = f(x).

@Théoréme 7.5 (propriétés)
Soient f: E— F et g: F — G deux applications :
—Si f et g sont surjectives alors g o f est surjective.
—Si g o f est surjective alors g est surjective mais pas forcément f.

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. O

wExercice 7.4 Soit f: E — F une application, montrer que f est surjective si et seulement si il existe h: F — E telle que
foh=idg.

*Exercice 7.5 SoitE un ensemble non vide, et f une application deE vers 2 (E). En considérant la partieA = {x € E | xé f(x)},
montrer que f ne peut pas étre surjective.
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3) Bijection

ﬁ Définition 7.8
SoientE, F deux ensembles et f : E — F une application, on dit que f est une bijection (ou application
bijective) lorsque tout élément de F a un unique antécédent par f, ce qui peut s’écrire de la maniére
suivante:VyeE3J x€E, f(x) =y.

Bijective Non bijective

Dire que tout élément de F a un unique antécédent revient a dire que tout élément de F a au moins
un antécédent et au plus un antécédent. Par conséquent dire que f est bijective revient a dire que f est
surjective et injective.

s .
-@-A retenir
¢ f estbijective «= fest surjective et injective.

sisExemples :
— SiE est un ensemble non vide, alors idg est une bijection.
— f:10;+00[ — [0;+00[ définie par f(x) = x2 est une bijection.
- g:R—10;+oo[ définie par g(x) = e”* est une bijection.
- h: R— R définie par h(x) = e* n'est pas une bijection.

(1« )
-@-Aretenir

Si f: E — F est injective, alors f induit une bijection de E vers Im(f) qui est f: E — Im(f) définie
par f(x) = f(x). Cela s’applique en particulier aux fonctions f: I — R strictement monotones sur

I'intervalle I. )

l
ﬁ Définition 7.9 (bijection réciproque)
Si f: E — F est une bijection, alors on peut considérer I'application qui va de F vers E et qui a
tout élément x de F associe son unique antécédent par f, cette application est appelée bijection
réciproque de f, onlanote f~!. Autrement dit, f': F — E .

X +— ydéfinipar f(y)=x

@Attention !

| Lanotation f~! nade sens que lorsque f est bijective.

iwExemples :
— SiE est un ensemble non vide, alors idg est une bijection et la bijection réciproque est idg 1= idg.
— f:10;4+00[ — [0; +oo[ définie par f(x) = x% est une bijection et la bijection réciproque est la fonction
racine carrée.
- g: R—]0;+00[ définie par g(x) = e* est une bijection et la bijection réciproque est la fonction loga-
rithme népérien.
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(1« N
-@'A retenir
Lorsque f: E — Festbijective: Vx€e EVy€E, fl(x)=y < f(y) =x.
f
E F
y=f") <:> x=f©

f—l
\. J
@Théoréme 7.6

Soit f: E — F une bijection.
—Onaflof=idgetfof!=idp. Deplus f! est une bijection et (f_l)_1 =f.

—Si g: :F — G est une autre bijection, alors la composée go f est une bijection de E vers G, et sa
bijection réciproque est: (go f)~' = flog™L.

Preuve : — La composée f’1 o f existe et va de E dans E. Si x € E, alors (f’1 o f)x) = f’l(f(x)) = x car x est 'unique
antécédent de f(x) par f,onadonc f~'o f =idg. De méme, fo f~! existe et vade F dans F. Si x € F, alors (fo f1)(x) =
F(f1(x) = x car f1(x) est'unique antécédent de x par f, onadonc fo f~! = idg. Le point suivant est évident.

-Si g: F — G est une autre bijection, soit y € G, alors pourtout xe Eona:

(geflX)=y = g(fx) =y
= f=g¢g"'y
= x=f g y=TlogHhwy

le résultat en découle. O

* Exercice 7.6 Soient f: E—F et g: F — E deux applications telles que f o g =idp et go f =idg. Montrer que f et g sont
bijectives et réciproques l'une de U'autre.

Remarque 7.2 - Le résultat de cet exercice est a connaitre.

g Définition 7.10 (involution)
| Soit E un ensemble non vide. Une involution de E est une application f de E vers lui-méme telle que

f o f =idg. Une telle application est bijective et elle est sa propre réciproque : f~! = f.

siExemples :
— Dans le plan, les symétries ponctuelles, les symétries axiales, sont des involutions du plan.

- Lafonction f: R* — R* définie par f(x) = % est une involution de R*.
- La conjugaison dans C est une involution de C.

Il IMAGES DIRECTES, IMAGES RECIPROQUES

1) Définitions

g Définition 7.11

Soit f: E — F une application, A une partie de E et B une partie de F.

- On appelle image directe de A par f, 'ensemble des images des éléments de A par f, ou encore, I'en-
semble des éléments F qui ont un antécédent dans A par f. Notation : f(A) ={y € F | xeA f(x) =y},

c’est une partie deF.
— On appelle image réciproque de B par f, I'ensemble des antécédents des éléments de B par f.

Notation : f~!(B) = {x € E| f(x) € B}, c’est une partie de E.
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@Attention !

La notation f~'(B) ne suppose pas que f est bijective. Mais lorsque f est effectivement bijective, on peut vérifier
que l'image réciproque de B par f correspond a l'image directe deB par f!.

Remarque 7.3 :
- Ona f(E)=Im(f) et f~1(F) =E.
— Dans le cas d'une fonction f: 1 — R continue sur Uintervallel, I'étude de la fonction permet de déterminer
l'image directe d’'une partie del et l'image réciproque d’'une partie deR.

ssExemple : Soit f la fonction sinus, on a f([0;n[) = [0;1], f‘l([O; 1D = U 2km; 2k + 1)m].
keZ

2) Propriétés

@Théoréme 7.7
Soit f: E — F une application. Pour toutes parties A etB deE, on a:
-SiAcBalors f(A) c f(B).
-f(AuB) = fA) U f(B).
~f(ANB) c f(A) N f(B).
-Ac f7H(f@A)).

Preuve :

- Le premier point est évident.

—Sixe AuB alors x € Aou x € Bdonc f(x) € f(A) ou f(x) € f(B), cC'est a dire f(x) € f(A)uU f(B). On a donc
f(AuUB) c f(A)U f(B). Réciproquement, on a f(A) c f(AUB) et f(B) c f(AuB) (d’apres le premier point) et donc
fA) U fB) c f(AUB), d’oul'égalité.

—-Sixe AnBalors f(x) € f(A) et f(x) € f(B) d'ou f(x) € f(A)n f(B), donc f(AnB) c f(A)n f(B).

—Sixe Aalors f(x) € f(A), doul'inclusion. |

Remarque 7.4 :
— Dans le cas de lUintersection (3¢ propriété), on n'a pas l'égalité en général. Par exemple, si f est la fonction
cosinus deR dansR, siA=[-3;—3] etB=[0;7], alors f(A)n f(B) = [0; 31 alors que f(ANB) = @.
— De méme pour la derniére propriété, par exemple, en reprenant la fonction cosinus avec A = [0;7], on a

fA) =[-1;1] et fHfA) =R.

Y Exercice 7.7
1/ Montrer que les propriétés 2 et 3 du théoreme précédent se généralisent a une famille quelconque de parties deE.
2/ Soient f: E — F et g: F — G deux applications, soit A une partie de E, montrer que (go f)(A) = g(f(A)). SoitB une
partie de G, montrer que (go f)~'(B) = f~1 (g~ (B)).
3/ Montrer que f : E — F est injective si et seulement si pour tout partie A deE ona f~1(f(A)) = A.

@Théoréme 7.8
Soit f: E — F une application. Pour toutes parties A etB deF, ona:
—-SiAcBalors f~1(A) < f1(B).
-fYAuB) = fF LA U fI(B).
-fYAnB) = f A N FLB).

Preuve :
—Sixe f71(A) alors f(x) € Adonc f(x) € B,dot1 x€ f~!(B).
-x€ fTY(AUB) < f(x)eAou f(x)eB < xe f1(A)uUf L (B).
-xe fTYANB) = f(x)eAet f(x) €B < xe f (AN f1B). O

IV RELATIONS BINAIRES

Nous revenons dans cette partie a la notion générale de relation définie en début de chapitre. Mais on
s’intéresse plus particulierement aux relations d'un ensemble E dans lui-méme.
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1) Définitions

4 Définition 7.12

Soit Z une relation d’'un ensemble E vers lui - méme, on dit que % est :

- réflexive lorsque tout élément est en relation avec lui - méme :V x € E, xZx.

- symétrique lorsque : V x,y € E, si x2y alors yZx (le graphe de % est symétrique).

— antisymétrique lorsque : ¥ x,y € E, si xRy et yRZx alors x = y. On remarquera qu’il ne s’agit pas de
la négation de symétrique.

— transitive lorsque : Y x,y,z€E, si xRy et yRZz alors xR z.

sisExemples :
— Dans R, larelation % définiepar:V x,y e R, xZy <= x < y, est une relation réflexive, antisymétrique
et transitive.
— Dans Z, larelation ¥ définiepar:V x,y € Z, x¥y <= x—y € 2Z, estune relation réflexive, symétrique
et transitive.
— Soit E un ensemble, la relation 9~ définie dans 2?(E) par: V A,B € 2(E), A9 B < A cB. Cette relation
9 est réflexive antisymétrique et transitive.

2) Relation d’équivalence

f_g Définition 7.13
Soit E un ensemble et % une relation de E dans E, on dit que # est une relation d’équivalence
lorsqu’elle est réflexive, symétrique et transitive. Si c’est le cas, alors pour tout élément a de E, on
appelle classe de a 'ensemble des x € E en relation avec a, notation : Cl(a) = {x € E| xZa}.

iExemples :

— DLégalité dans un ensemble est une relation d’équivalence.

— Soit n € Z, larelation définiedans Z, parV x,y € Z, xZy <= x—y € nZ, est une relation d’équivalence.
Cette relation est appelée la congruence modulo n dans Z, et on note Vx,y€ Z,x =y (mod n) <
dkeZ,x—y=kn.

- Soit a € R, larelation définie dans R, par V x, y e R,x%y <= x—y € aZ, est une relation d’équivalence.
Cette relation est appelée la congruence modulo a dans R, et on note Vx,ye R, x =y (mod a) <
dkeZ x—-y=ka.

@Théoréme 7.9
Si Z est une relation d’équivalence dansE, alors :
- YabeE,Cla) =Cl(b) < aZ%b.
— Les classes d’équivalence forment une partition de E, c’est a dire :
o Les classes d’équivalence sont des parties de E non vides et deux a deux disjointes.
o Laréunion des classes d’équivalence est égale a E.

Preuve : Celle-ci est simple et laissée en exercice. (]

ssExemple : Considérons la relation de congruence modulo 5 dans Z, soitne€ Z,on a Cl(n) = {n+5k / k€ Z}.
On peut vérifier qu’il n'y a que cing classes pour cette relation, celles de 0, de 1, de 2, de 3 et de 4.

3) Relation d’ordre

g Définition 7.14

- Soit % une relation dans un ensemble E, on dit que % est une relation d’ordre lorsque cette relation
est : réflexive, antisymétrique et transitive. Lorsque c’est le cas, on dit que (E,Z) est un ensemble
ordonné.

— Deux éléments x et y de E sont dits comparables pour I'ordre % lorsque I'on a x%y ou bien yZx.
Lorsque tous les éléments de E sont comparables deux a deux, on dit que I'ordre % est total et que
(E, ) est un ensemble totalement ordonné, sinon on dit que I'ordre est partiel et que (E, ) est
partiellement ordonné.
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l | — Une relation d’ordre est en général notée <, c’est a dire que xZy est plutot noté x < y. J

sisExemples :

— Lordre naturel sur les réels est une relation d’ordre total.

— Soit E un ensemble, (#(E), ©) est un ensemble partiellement ordonné (des que card(E) > 2).

— Soit I un ensemble non vide, on pose E = & (I, R) 'ensemble des fonctions définies sur I et a valeurs
réelles. On définit dans E larelation Z : pour f,g€E, fRg < V x €], f(x) < g(x). On vérifie que #
est une relation d’ordre partiel (dés que card(l) > 1), cette relation est appelée ordre fonctionnel et
notée <.

— Pour (x,y) et (x',y") € R?, on pose :

x<x'
X, )R (', y) < {ou
x=x'ety<y

On vérifie que Z est une relation d’ordre total sur R? (appelée ordre lexicographique et notée <).

Remarque 7.5 - On prendra garde au fait que lorsque U'ordre est partiel, la négation de x < y est:

X et y ne sont pas comparables
ou

X et ysont comparables et x > y

55 Définition 7.15

Soit (E, <) un ensemble ordonné et A une partie de E, on dit que :

— A est majoré dans E lorsque : AIM € E,Vx e A, x <M.

—A est minoré dans E lorsque : Am € E,Vx € A, m < x.

— A est borné dans E lorsque A est a la fois majoré et minoré.

- A admet un maximum lorsque : da € A,Vx € A, x < a. Si c’est le cas, on note a = max(A).
—A admet un minimum lorsque : da€ A,Vx € A, a < x. Si c’est le cas, on note a = min(A).

@Attention!
— Une partie d’'un ensemble ordonné nest pas forcément majoré (ou minoré), par exempleN est non majoré dans R.
— Une partie majorée (ou minorée) dans un ensemble ordonné n'a pas forcément de maximum (ou minimum). Par
exemple [0;1[ dansR.

wExercice 7.8 Montrer que si A admet un maximum dans (E, <), alors celui-ci est unique (méme chose pour minimum).

V SOLUTION DES EXERCICES

Solution 7.1 Ona:
f: Il;400[ — 10;+00[ — ]0;4+00[ — 10;+00[

Solution 7.2
1/ La réunion est10; +oo[, et l'intersection est vide.

2/ La réunion est]0; 1] et l'intersection est le singleton {%}

Solution 7.3 Si h existe alors f est injective d'aprés le théoréme.

Réciproquement, si f est injective, soit y € F, on pose h(y) = x avec x antécédent de y par f siy a un antécédent (on
sait alors qu'il est unique) et si y nwa pas d'antécédent par f on choisit ce qu'on veut pour h(y) dansE. On vérifie alors que
pour tout x € E, h(f(x)) = x car x est 'unique antécédent de f (x) par f.
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Solution 7.4 Si h existe alors f est surjective d'aprés le théoreme.
Réciproquement, si f est surjective, soit y € F, on pose h(y) = x avec x antécédent de y par f que l'on choisit car il en
existe. On vérifie alors que pour tout x € E, f(h(x)) = x car h(x) est un antécédent de x par f.

Solution 7.5 Par U'absurde : si f est surjective, alors il existe xo € E tel que f(xo) = A, si xo € A, alors xg € f(xo) et donc
Xo & A (par définition de A), ce qui est absurde, donc xp € A, mais alors xo € f(xo) et donc xo € A, ce qui est de nouveau
absurde. Par conséquent f ne peut pas étre surjective.

Solution 7.6 On sait queidg etidg sont injectives, on en déduit que g et f sont injectives. On sait aussi que idg etidg sont

surjectives, on en déduit que f et g sont surjectives. Ce sont deux donc deux bijections, d'oit f = g~ ' oidg = g~ 1.

Solution 7.7
1/ C’est le méme raisonnement quand dans la preuve.
2/ Soient f: E— F et g: F — G deux applications. Soit A une partie deE :

z€g(f(A) <= Fye f(A), z=g(y) < IxeA, z=g(f(x)) = (go NHx) « ze(gof)(A)
SoitB une partie de G :

xe(gof)'B) = g(f(x)eB <= f(x)eg 'B) = xef g '®)

3/ Si f estinjective, soit A une partie deE, on sait que A c f‘l(f(A)), SIXE f‘l(f(A)), alors f(x) € f(A), donc il existe
y€Atelque f(x) = f(y), mais alors x = y (f étant injective) et donc x € A. Doncf’1 (f(A) =A.
Réciproque, si pour tout partieA deE ona f~(f(A)) = A. Sot x € E alors f~1(f({x})) = {x}, donc si f(y) = f(x) alors
y€{x}, doit y = x. Lapplication f est donc injective.

Solution 7.8 Soient m, et my deux maximums de A, alors my < my car my est un maximum, et inversement mp < m,
car my est un maximum, d’ott my; = my.
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